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Sammanfattning

I denna rapport redovisas de metoder som har anvénts for att skapa en simulering av en
fotbolls bollbana. For att skapa en matematisk modell sa har differentialekvationer tagits fram
med hinsyn till de fysikaliska fenomen som uppstar. Dessa har sedan verifierats med hjilp
av simuleringsverktyg och slutligen visualiserats i1 en tredimensionell datormiljo. Resultatet dr
en realistisk fotbollssimulator dédr anvindaren kan stélla in fysikaliska parametrar och se hur
bollens projektilbana paverkas.
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Kapitel 1

Inledning

Fotboll ér virldens storsta sport och fortsitter att vixa[9]. Efterfragan pa metoder som anvinder
mjukvara for att analysera fotboll okar. I detta projekt skapas en sadan mjukvara, dir fokus
ligger pa att visualisera en fotbolls bollbana genom luften.

1.1 Syfte

Syftet med projektet dr att ta fram en simulator som ger kunskap och forstaelse om hur en
fotbollsspark fungerar samt hur olika krafter och effekter paverkar bollbanan.

1.2 Mal

Malet med projektet &r att framstélla en fotbollssimulator inom den tidsramen som finns. Simu-
latorn ska folja fysikens lagar och ska vara litt att tyda for anvindaren. Anvindaren ska sjidlv
kunna #ndra olika parametrar sdsom utgangshastighet och vinklar.

1.3 Avgransningar
For att uppna projektets mal under tidsramen sa gjordes vissa avgriansningar:

e Simulatorn tar ej hinsyn till att fotbollen i ett realistiskt fall far dess initialvirden fran
en spark. Det vill sdga att varden sa som rotationsriktning och vinkelhastighet egentligen
ska definieras utifran fotens traffposition och kraft pa bollen.

e Vid en realistisk spark firdas bollen med fotbollsspelarens fot vilket ger variabla varden
under tiden da bollen fardas med foten. Detta &r ej implementerat i detta projekt. Av-
gransningen innebar alltsd att simulatorn ej tar hiansyn till fotbollsspelarens ben och fots
rorelse som verkar pa bollen.

e Under bollens fird i luften simuleras luftmotstand och Magnuseffekten pa bollen. Dessa
tva krafter dr de som har storst inverkan pa projektilbanan [1]. For att slutfora projektet i
tid har resterande fysikaliska egenskaper uteslutits, exempelvis vind och deformation av
boll. I verkligheten minskar dven vinkelhastigheten med tiden, detta dr inte ndgot som tas
i hdnsyn i den framtagna modellen eftersom dess effekt &r sa pass liten
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e Bollens studs idr begrinsad till ytor som &r ortogonala mot minst ett av de plan som
spanner upp koordinatsystemet. Bollens hastighet behdver da bara dndra riktning i den
axel som motsvarar det triffade planets normal.



Kapitel 2
Metod

Da malet var att skapa en sa realistisk simulator som mojligt kravdes en grundlig forundersokning.
I denna forundersokning togs relevant fakta fram och de fysikaliska krafter som verkar pa en
boll studerades noggrant. Eftersom projektet bestod av flera tekniska delar var det nodvindigt
att dela in arbetet i olika sektioner for ett bra arbetsflode. Dessa sektioner var:

1. Framtagning av matematiska modeller.
2. Simulering och tester av de matematiska modellerna.

3. Grafisk implementation av simuleringarna.

Hur arbetet utfordes inom varje sektion kommer att beskrivas i detalj under respektive un-
derrubrik.

2.1 Matematisk modell

En simpel modell av en bollbana kan beskrivas med hjélp av en kastparabel i ett tvadimensionellt
plan, se (2.1) och (2.2). Projektilen har en utgangshastighet samt en utgangsvinkel och paverkas
enbart av gravitationen.

x(t) = vot cos a 2.1

1
y(t) = vosina — 59152 (2.2)

x och y dr bollens position i z- respektive y-led, vy dr bollens utgangshastighet, ¢ dr tiden
efter sparken, « ér bollens utgangsvinkel och ¢ dr gravitationskonstanten. Denna modell giller
dock bara vid vakuum och tar ej hédnsyn till bollens massa. I verkligheten sa skulle ett liknande
system enbart paverkas av gravitationskraften, enligt (2.3).

Fy=mg 2.3)

m ar bollens massa.
Modellen utokades sedan for att ocksa ta hinsyn till luftmotstandet, dir luftmotstandets
motstandskraft kan ses i (2.4).

Py = %chAf 2.4)
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F, ar motstandskraften, C'p dr motstandskraftskoefficienten, p ér luftens densitet och A &r bol-
lens tvérsnittsarea.

Motstandskraftskoefficienten &r en siffra som kvantifierar motstandet pa ett objekt i luft. Ju
storre siffra desto storre dr motstandet. Denna siffra kan tas fram med hjilp av experiment men
i detta projekt sa valdes det att séttas till 0.25[6].

Modellen utokades sedan ytterligare for att ta hdnsyn till tre dimensioner. Detta gjordes
genom att skriva om projektilens initialhastighet med sfiriska koordinater. Projektilens initi-
alhastighet berodde da pa tva vinklar och storleken av utgangshastigheten, vilket redovisas i
(2.5), (2.6) och (2.7).

Vg, = Vg sin ¢ sin 0 (2.5)
Vo, = Vg COS @ (2.6)
Vg, = Vo sin ¢ cos b 2.7)

¢ ar vinkeln mellan y-axeln och vy-vektorn och 6 ar vinkeln mellan z-axeln och vy-vektorns
projektion 1 zz-planet. I projektet anvindes ett hogerorienterat koordinatsystem dér xz-planet
representerade marken, enligt Figur 2.1.

N
Figur 2.1: Det hogerorienterade koordinatsystem som anvéndes.

Nir ekvationerna hade anpassats till tre dimensioner kunde Magnuseffekten implemente-
ras. Magnuseffekten dr namnet pa den effekt som far en roterande boll att accelerera vinkelritt
mot rorelseriktningen och rotationsriktningen [3]. Bollen far en rorelse av Magnuskraften som
paverkar bollen beroende pa vinkelhastighet och rotationsriktning. Ekvationen (2.8) visar for-
meln for denna kraft.

w X

<

1
Fp = §C'L,0A712 (2.8)

<

B
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Fy, ar Magnuskraften och C';, &r Magnuskoefficienten, w dr bollens vinkelhastighetsvektor och
v dr bollens hastighetsvektor. Kryssprodukten anvinds for att fa Magnuskraften ortogonal mot
bollens rotationsaxel och hastighet. Darefter normeras kryssprodukten for att inte paverka kraf-
tens storlek.

Magnuskraftskoefficienten kan jamforas med lyftkoefficienten som framst anvinds inom
aerodynamiken. Skillnaden &r att istéllet for att enbart bero pa hastigheten sa beror Mag-
nuskraftskoefficienten dven pa objektets rotation [1]. Denna koefficient riknades ut genom
(2.9).

waCl

Cr (2.9)

Vo

C dr en rotationskonstant, vanligtvis for en fotboll vald till 0,5 [1].
Alla krafter som paverkar projektilen summerades sedan vilket gav (2.10).

Fiop = Fyg+ Fyg+ I, (2.10)

Fio; dr den resulterande kraften. Newtons andra lag utnyttjades sedan vilket gav (2.11).

Fy+ Fy+ Fr, = ma (2.11)

Direfter substituerades Fy, Iy och F7, i (2.11) med (2.3), (2.4) respektive (2.8). Detta resultat
gav differentialekvationer i x-,y- och z-led [2], vilket redovisas i (2.12), (2.13) och (2.14).

mi = —kpi\/i2 + 92 + 22 + kp(wy? — w,y) (2.12)

my = —mg — kpy\/a? + 9> + 22 + kp(w.@ — w,2) (2.13)

mi = —kpi/i® + 2 + 22 + kp(we) — wyi) (2.14)

Z, i och Z dr bollens acceleration i respektive position, w,, w, och w, dr vinkelhastighetens
riktning i respektive koordinat. Notera att gravitationskraften enbart ger bidrag i y-led. kp och
kp, dr hjalpvariabler som anvindes for att forenkla utrikningarna. Dessa kan ses i (2.15) och
(2.16).

1
kp = §CDpaA (2.15)

1
ki = 5CLpA(#* + 57 + 2°) (2.16)

| x |
z, y och Z dr bollens hastighet i respektive dimension. Differentialekvationerna i (2.12), (2.13)
och (2.14) gar inte att 16sa analytiskt och istdllet anvindes Eulers stegmetod for att approximera
dess virden. Metoden foljer ekvationen i (2.17) och ger approximativa tidsdiskreta virden av
en funktion u(t) som uppfyller en given differentialekvation.

Upt1 = Uy + hf(uy) 2.17)

h dr steglangden och paverkar noggrannheten i approximationen. vy kan beriiknas genom (2.5),
(2.6) och (2.7) for respektive dimension vilket ger u,. Dérefter beridknas wuy 1 en iterativ process
diar k = 0,1, 2, 3...n. Pa detta vis bestimdes bollens hastighet (i, 3, 2) och position (z, y, 2).
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2.2 Simulering

For att kontrollera att de framtagna matematiska modellerna var korrekta gjordes ett antal si-
muleringar i MATLAB. Dessa simuleringar visar bollens projektilbana beroende pa modellens
in-parametrar. Ett exempel pa en sadan simulering av Magnuseffekten kan ses i Figur 2.2. Fi-
guren visar projektilbanan for tva olika skott dir bollen har identiska in-parametrar forutom att
den bla linjens boll har dubbelt sa hog vinkelhastighet 4n den roda linjens boll.

Samtliga simuleringar som utfordes i MATLAB avslutades nir bollen natt en negativ posi-
tion lidngs y-axeln, med andra ord nir bollen befann sig under marken. Motiveringen for denna
16sning var att implementationen av studs inte var prioriterad i detta skede.

50 |
40 +
30
20

10 +

Z-axel (m)

-10
=201
-30
-40 [

_50 L 1 1 L L J
0 20 40 60 80 100

X-axel {m)
Figur 2.2: Simulering av Magnuseffekten av tva skott sett fran fagelperspektiv.

Figur 2.2 visar att en boll med hogre vinkelhastighet ”skruvas” mer vilket ar korrekt. Alltsa
pavisar detta att den matematiska modellen for Magnuseffekten troligtvis fungerar. Pa ett lik-
nande sitt kan resterande modeller testas genom simuleringar. En simulering av en boll med
overskruv jamfort med en boll utan skruv visas i Figur 2.3. I figuren representerar den bla linjen
den 6verskruvade bollens projektilbana. Denna skruv leder till att den bla linjens boll dyker pa
grund av Magnus-effekten.

Den sista funktionaliteten som adderades till simuleringen var bollens studs. Hastigheten ef-
ter studsen berdknas genom att bollens hastighetsvektor multipliceras elementvis med studsko-
efficienten. Studskoefficienten for en boll som triffar medellangt grds dr ungefiar 0,6 och for
héarda material ungefir 0,8 [1]. For att bollen ska byta riktning éndras tecknet hos hastighetsko-
ordinaten i den riktning som kollisionen sker. Tillsist berdknas dven forédndringen av rotations-
riktningen samt vinkelhastigheten. Rotationsriktningen berdknas med (2.18), denna formel &r
inte fysikaliskt korrekt utan den anviinds enbart for att visualisera att bollens rotation dndras vid
studs. Vinkelhastigheten beridknas genom multiplikation med en godtycklig konstant. I Sektion
1.3 beskrivs avgransningar som gjordes for bollens studs.
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Figur 2.3: Simulering av en 6verskruvad bolls effekt pa projektilbanan sedd vinkelritt mot
bollens utgangshastighet i x-led.

(_Uza Uya Ua:)
0]

(2.18)

=

w dr bollens rotationsriktning och v dr bollens hastighetsvektor.

2.3 Grafisk implementation

Eftersom simuleringen beror pa tre dimensioner sa behovdes ett ramverk for att rendera grafik i
3D. I detta projekt anvdandes OpenGL, vilket dr ett API (applikationsprogrammeringsgréanssnitt)
som anvinds for att skriva applikationer med datorgrafik. Som programmeringssprak valdes
C++ for att maximera applikationens prestanda. OpenGL ar kraftfullt men erbjuder inte myc-
ket fardigt material. Det kréaver att utvecklaren sjilv bygger upp de fysikaliska modeller som
paverkar hur omvirlden upplevs, vilket beskrivs nedan.

2.3.1 Kamera och perspektiv

I grunduppsittningen av OpenGL sa visas objekt i scenen fran en konstant position i rummet.
Dessutom saknas perspektivprojektioner vilket gor att ett objekt upplevs vara lika stort oberoen-
de av dess avstand till betraktaren. Detta 16ses genom ett antal olika koordinattransformationer
dér 4 x 4-matriser anvéinds.

Den forsta transformationen paverkar hur objekt ror sig i rummet relativt till en fixerad
kamera. Den andra transformationen tillater kameran att rora sig i rummet. Den tredje och
sista transformationen paverkar kamerans perspektiv. Istillet for att projicera objekt parallellt
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sa projiceras objekt lings en trunkerad pyramid, se skillnaden i Figur 2.4. Detta gor att objekt
som ligger ndrmare kameran kommer att ticka fler pixlar pa skdrmen och dirmed upplevas
storre.

Figur 2.4: Skillnaden mellan perspektivprojektion och parallellprojektion.

Nir alla dessa matriser multipliceras ihop sa skapas ett system dir anvindaren kan forflytta
sig i rummet och uppleva objekt pa ett verklighetstroget sitt.

2.3.2 Ljussittning

For att ge en bra uppfattning om objektens djup sa krdvdes en god ljussittning. For detta
anviandes Phongs reflektionsmodell som ger scenen ett ambient, diffust och spekuldrt ljus. 1
detta projekt valdes att utesluta det spekuldra ljuset eftersom scenen enbart bestod av matta
ytor. Ekvationen for reflektionsmodellen visas i (2.19).

N

I =kyLo+ K Ly(N - L) (2.19)

Dir [ dr det totala ljuset, k&, dr objektets ambienta reflektion, L, dr det ambienta ljuset, Ky
ar objektets diffusa reflektion, L, dr det diffusa ljuset, N ir den normaliserade normalen vid
reflektionspunkten och L ir den normaliserade riktningen mot ljuskéllan.

Figur 2.5 visar forbéttringen som sker nér det diffusa ljuset adderas till scenen, vilket dven
ar en forutséttning for att generera skuggor.

Figur 2.5: Till vinster: Enbart ambient ljus. Till hoger: Ambient + diffust ljus.



2.3.3 Skuggor

Forutom att ha en realistisk miljo sa &r en viktig del i grafiken att uppfatta hur en boll ror sig i
luften och da krivs det skuggor for att se var bollen befinner sig. Dessa skuggor skapas genom
en process som kallas shadow mapping. 1 denna process sa renderas scenen tillfélligt utifran
ljuskillans perspektiv och parallella stralar skickas ut med en konstant riktning. De objekt som
stralarna nar forst blir belysta och objekten bakom dessa blir skuggade. Processen illusteras i
Figur 2.6.

@ Z DISTANCE STORED IN
A TEXTURE (DEPTH MAP)

PROJECTED SHADOW

Figur 2.6: Shadow mapping dér ytan bakom objektet blir skuggat.

2.3.4 Skybox

En skybox @dr den miljo som alltid upplevs ligga lidngst bort i scenen, vilket ger scenen en
rymd som &r visuellt tilltalande. Trots att den upplevs ligga ldngst bort s ligger den egentligen
alldeles runt om kameran, formad som en kub [4]. Pa kubens sex ytor placeras sex olika texturer
som tillsammans bildar en avldgsen miljo. Genom att tillféalligt stinga av den del i renderingen
som detekterar djup sa visas skyboxen bakom alla andra objekt, trots att det egentligen ligger
framfor alla andra.

2.3.5 Modeller

For att ge simulatorn ett realistiskt utseende krivdes 3D-modeller som till exempel en boll, en
fotbollsplan och ett mal. 3D-modeller dr uppbyggda av trianglar med normaler riktade utat sa
att texturer kan appliceras, samt reflektioner berdknas, pa ritt sitt.

Istéllet for att skapa modeller 1 OpenGL, som ir tidskrdvande, importerades de som objekt-
och materialfiler med hjilp av biblioteket ASSIMP. 1 objektfiler finns en beskrivning om mo-
dellens geometri och i materialfiler finns information om det visuella i modellen det vill sidga
texturer, transparens och materialegenskaper. Modellerna byggdes upp i modelleringsprogram-
men Autodesk 3ds Max och Sketchup. Bollen och arenans modeller [7][8] importerades fran
utomstaende 3D-grafiker pa grund av tidsbrist. Dessa modeller modifierades sedan for att upp-
fylla gruppens krav. Bollens uppbyggnad kan ses 1 Figur 2.7.



Figur 2.7: Bollens modell i 3ds Max.

10



Kapitel 3

Resultat och diskussion

Resultat och diskussion om arbetet kommer tas upp i detta kapitel. Resultatet fokuserar framst
pa de 3 sektioner som tas upp i metoden; matematiska modeller, simulering och grafik. Diskus-
sionen fokuserar framst pa huruvida uppsatta mal dr nadda och pa vidareutveckling av applika-
tionen.

3.1 Resultat

Forarbetet med de matematiska modellerna resulterade i verklighetstrogna simulationer i MAT-
LAB. Bollens rotation paverkar bollens bana vinkelridtt mot rotationsriktningen och bollens
hastighet. Luftmotstandet paverkar bollen beroende pa dess hastighet. Gravitationen paverkar
bollens bana ldngs y-axeln.

I applikationen som skapats simuleras en fotbolls bollbana. Det dr mdjligt for anviindaren
att andra utgangshastighet, utgangsvinklar, vinkelhastighet och rotationsriktning med hjilp av
ett grafiskt granssnitt. Kontrollerna for att anvdanda simulatorn redovisas i Tabell 3.1. Utover
dessa parametrar dr det enkelt att modifiera koden for att dven dndra foljande egenskaper:

e [uftdensitet

Bollens radie

Bollens massa

Gravitationskonstant

Koefficienter for luftmotstand och Magnuseffekt

Simuleringens hastighet

Applikationen dr uppbyggd i en tredimensionell miljo med olika 3D-modeller (boll, fotboll-
sarena, mur, och mal), ljussittning, dynamiska skuggor och en skybox. Simulatorn dr dessutom
framtidskompatibel, vilket innebér att koden &r forberedd for implementation av ytterligare
krafter, exempelvis vind. Den framtagna simulatorn visas 1 Figur 3.1.
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Figur 3.1: Utseendet av simulatorn.

3.2 Anvindande av applikation

For att forenkla anvdandningen av applikationen har tangentbindningarna i Tabell 3.1 tagits fram.
Fordelen med att anviinda tangentbindningarna dr att parametrar kan dndras utan att applikatio-
nen behover startas om.

Tabell 3.1: Tangentbindningar

F Skjut ivig fotbollen

R Aterstill bollen till initialvirden
Q Viilj bollens startposition

Esc Avsluta programmet

Vinster Ctrl Navigera i meny

Vinster musklick | Placera ut bollen

Eftersom applikationen anvinder simpel grafik finns det inga hardvaruspecifikationer som
maste uppfyllas pa datorn forutom att mus, tangentbord och skdrm anvinds. Datorn maste dock
anvinda Windows som operativsystem.

3.3 Diskussion

I simulatorn dr det @ven mojligt att simulera andra typer av bollprojektiler, exempelvis ett bas-
ketkast eller ett basebollsslag. For att gora detta maste vissa parametrar dndras, sasom bollens
radie, massa, lyftkraftskoefficient och motstandskraftskoefficient. I en vidare utveckling av ap-
plikationen kan dessa parametrar vara beriknade for olika typer av bollar och vara valbart 1
menyn inne i applikationen.

Ett annat utvecklingsomrade &r att utoka antalet faktorer som ridknas med i modellen. I
ett verkligt scenario sa finns det manga faktorer som paverkar en bollbana. I detta projekt
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prioriterades vissa faktorer vilket innebér att det finns faktorer som uteslots, till exempel vind
och bollens deformation. Detta skulle resultera i en bollbana som Overensstimmer med en
verklig bollbana dnnu mer.

Ett problem som st6ttes pa under projektets gang var att simuleringarna som utfordes inte
gick att jamfora med riktiga” experiment, vilket gjorde det svart att verifiera att vara simu-
leringar stimde. Det som istdllet anvindes att jamforas med var en verklig frispark fran 1997
av den professionella fotbollsspelaren Roberto Carlos. Denna frispark har studerats i manga ar
och approximativa virden har framtagits sasom utgangs- och vinkelhastighet, riktning, lutning
och avstand fran malet. Det enda virdet som man med sikerhet vet dr korrekt dr avstandet fran
malet, detta gor att simuleringen av frisparken inte kan bli identisk med Carlos frispark. Trots
dessa osdkerheter s stimmer vara simuleringar bra 6verens med virdena fran Carlos skott.
Bollen nar samma ldngd och ser ut att f6lja samma bollbana.

Detta projekt kan jamforas med SoccerNASA som ér en liknande typ av simulator [5]. Si-
mulatorn utvecklades och uppdaterades senast av NASA ar 2010. Anvéndaren kan, pd samma
sitt som i detta projekt, dndra viarden pa olika parametrar sasom utgangs- och vinkelhastighet,
riktning och lutning. I NASAs simulator finns dven andra parametrar som &r justerbara, sasom
temperatur, hojd over havet och luftfuktighet. Den storsta skillnaden pa dessa tva simulatorer
ar grafiken. Trots att bollen ror sig i en tredimensionell rymd i NASAs simulator sa visualiseras
det endast i tva dimensioner vilket leder till att det blir svérare att uppfatta bollbanan.
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Kapitel 4

Slutsatser

Projektet resulterade 1 en simulator som kan anvéndas for att visualisera en fotbolls projektil-
bana, men kan dven modifieras for att simulera andra typer av klot. Det visade sig vara effek-
tivt att beskriva systemet i form av differentialekvationer eftersom Eulers stegmetod da kunde
anvidndas. Stegmetoden anvindes dels for att numeriskt 16sa differentialekvationerna och ge
diskreta varden. Den anvindes dven for att bestimma hastigheten pa simuleringen genom att
dndra steglingden. De simuleringar som utfordes i MATLAB var ett viktigt steg for att verifiera
de matematiska modellerna, vilket gjorde att projektet kunde fortga med tillit till modellerna.
Slutligen var den tredimensionella visualiseringen ett viktigt element for att ge anvidndaren en
god uppfattning av systemet.
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